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1 L'incertitude de mesure

Soit une variable x dont lavaleur réelle (mais pas forcément connue) est Xg,
On procede a n mesures, ou évaluations, de x appelées x; (1<i<n).

Ces mesures sont généralement différentes de xg, cette différence est I'erreur, dont on
distingue 2 composantes:

1.1 L'erreur systématique: eg

Lavaleur moyenne de I'erreur systématique est non nulle: Le mesurage donne une valeur
qui sécarte systématiquement de la valeur vraie.

L'erreur systématique n'est pas une variable aléatoire et peut étre difficile adéceler :
c'est par exemple une erreur de parallaxe dans la lecture d'une indication (aiguille, bille d'un
débitmeétre...).

L'absence de contrdle et de correction des facteurs d'influence -température, pression,
humidité, interférents...- amene une erreur systématique.

L'erreur systématique intervient dans la notion de justesse : une méthode d'analyse est
juste quand on a pu éiminer I'erreur systématique. Cette éimination se fait le plus souvent a
I'aide d'étalons qui ne doivent pas amener eux-mémes une erreur .

Une erreur systématique peut étre introduite par un calcul : une linéarité obtenue apartir
d'une régression linéaire sur des points expé&imentaux qui obéissent aune loi présentant une
certaine "courbure” physique, comme la loi de Beer-Lambert a forte concentration, va
introduire une erreur systématique, sauf en deux points de larégression.

D'une fagon générale, on peut considérer que l'erreur systématique n'est finalement
jamais évaluée car elle est:

- soit inconnue,

- soit connue et alors corrigée (par exemple par comparaison avec un étalon), auquel
cason l'annule.

1.2 L'erreur accidentelle ou aléatoire (ea)

C'est une variable aléatoire. Lorsgu'on répéte plusieurs fois le mesurage d'une grandeur
physique ou chimique constante, on obtient généralement différentes valeurs plus ou moins
dispersees (et qui sont souvent distribuées suivant une loi normale, voir plusloin) : apartir de
cette "population” (résultats des mesurages), on va pouvoir estimer la qualité du mesurage et
faire un certain nombre de tests.
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Cette dispersion est parfois masguée par un effet de discrétisation (ex: multimeétre
digital n'ayant pas assez de résolution), nous verrons plus loin que I'on doit aors introduire
une erreur " de discrétisation”

L'erreur accidentelle permet d'introduire les notions de :

répétabilité qui est définie comme I'éroitesse de I'accord entre les résultats de
mesurages successifs d'une méme grandeur, effectués avec la méme méthode, par le
méme opérateur, avec les mémes instruments de mesure, dans le méme laboratoire, et
ades intervalles de temps assez courts.

reproductibilité qui est définie comme I'éroitesse de I'accord entre les résultats de
mesurages successifs d'une méme grandeur, dans le cas ou les mesurages individuel's
sont effectués : suivant différentes méthodes, au moyen de différents instruments de
mesure, par différents opérateurs dans différents laboratoires.

En général, I'accord est moins bon quand il sagit de reproductibilité. Ces deux types
d'erreurs peuvent étre illustrées par letir alacible:

[ ]
(J
O @

Ni justeni fidele ("imprécis") Pas juste maisfidéle
(Erreurs déatoire + systematl que) (Erreur systématique)

Juste mais pasfidéle J eet f| ele " précis’)

(Erreur aléatoire) rreurs )p

Remarques

On parle de fiddité de l'instrument et de répétabilité des résultats. Attention a la
confusion avec les termes anglo-saxons :

justesse = accuracy
répétabilité et reproductibilité = précision

Précision est un terme aéviter en frangais : on peut dire qu'un appareil "précis’ est juste
et fidele.
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Par définition, lavaleur moyenne de |’ erreur accidentelle, ou aléatoire, est nulle.

Dans la plupart des cas, les erreurs accidentelles ont une distribution normale. Cette

hypothése de distribution normale, valable pour 99% des cas, provient du fait que plusieurs
sources indépendantes contribuent généralement acette erreur. Or le Théoréme Central Limite
nous dit qu'une combinaison linéaire d'un nombre suffisamment grand de variables de
distributions quelconques tend vers une distribution normale.

1.3

Caractérisation de la mesure et de son erreur:

On peut caractériser lamesure et son erreur aléatoire par:

une moyenne estimée de la mesure qui est la moyenne arithmétique des n mesurages
X1, X2...Xj...Xn faits pour caractériser une grandeur :

n
[o]
a X
1

n

X =

Si I'erreur systématique est nulle (ce que I'on suppose pour la suite), alors X ® X, quand
N® ¥ (xgr=vaeurrédle apriori inconnue).

un écart-type défini comme étant la racine carrée de la moyenne du carré de I'écart
entre lamesure et lavaeur réelle xg:

S = \/((Xi - XR)Z):\/%é:. (% - XR)Z

Mais généralement, xr est inconnu, on en a juste une estimation par la moyenne X . On

peut alors calculer une estimation de I'écart type notée s:

= LA

1

Cette expression peut sécrire aussi:

168 , 18 oU
s= @ x - caxu
n-lg; Ne: o4

De méme, I'écart type estimé tend vers |'écart type réel quand n® ¥ .
la variance est égale au carré de |'écart-type :
V =s?

Remarqgue 1: En fait, le mot variance (et sa racine carrée, |'écart type) est
souvent employé plus généralement pour caractériser la dispersion d'un jeu de n
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valeurs d'une variable Z, méme s cette variable n’est pas constante, et sécrit
alors:

Var(Z) =s *(Z) =

Sk

J =\2

a (Zi - Z)

1

On devrait donc, dans le cas précédent, parler de variance de I'erreur (ou

écart type de l'erreur), mais ce n'est jamaisle cas...

Si la distribution des erreurs est gaussienne (c'est généralement le cas), on peut aors
caculer, al'aide du tableau des coefficients de Student, la probabilité p pour qu'une mesure
individuelle soit hors de l'intervalle [)‘( - s, X+ ts]

Coefs de Student t

intervalle de conf. | 90.0%)| 95.0%| 98.0%] 99.0%]| 99.9%

p 0.1 0.05] 0.02] 0.01 0.001
deg lib

1] 6.31| 12.71| 31.82| 63.66| 636.58

2| 292| 430 6.96] 9.92| 31.60

3] 235 3.18| 454| 5.84| 1292

4 213 2.78| 3.75| 4.60f 861

5| 202 257 3.36] 4.03| 6.87

6] 194, 245 3.14] 3.71] 5.96

7| 189 236 3.00] 350/ 5.41

8] 186/ 231 2.90] 3.36|] 5.04

9] 1.83] 226] 2.82| 325 4.78

10] 1.81| 223 276 3.17[ 4.59

12| 178 2.18| 268 3.05 4.32

14 1.76| 2.14| 262 298| 4.14

17 1.74| 2111 257 290 3.97

201 1.72| 2.09] 253 285 3.85

30] 1.70| 2.04] 246| 275 3.65

401 1.68| 202 242 270 355

50] 1.68| 2.01| 240 2.68f 3.50

100] 1.66| 198 236 2.63] 3.39

100000] 1.64| 1.96] 2.33] 258 3.29

t.s est appelé incertitude dargie et t est le coefficient de Student .

La derniere ligne (n grand) est calculée apartir de I'intégrale de la Gaussienne (fonction
erf)

Dans le cas de I'estimation de |'écart-type, le nombre de degrés de liberté est n-1.

Aing, pour n suffisasmment grand (n>20), 95% des mesures sont dans l'intervalle
[X- 2s,% + 23], et 99.7% dans'intervalle [x - 3s,X +39]

S I'on prend maintenant pour mesure la moyenne de n mesures individuelles

indépendantes, alors lavaleur de |’ écart type devient : s ;, = S

5
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Bien que I'acquisition des données devienne plus longue, on a souvent intérét a
moyenner le plus grand nombre possible de mesures.

Le résultat d’ une mesure doit comporter 4 éléments:

Ex:Cno= 125.3 ppb = 1.7 ppb (k=2)
1 2 3 4

1: Valeur numérique avec un nombre correct de décimales

2 : Unité

3: Incertitude élargie = t.s (= intervalle de confiance x 2)

4: Lecoefficient d’élargissement t utilisé (généralement noté k : ex k=2)

Si la mesure est non nulle, on utilise souvent I'incertitude (élargie) relative (a la

mesure), caculée apartir de |’ écart type relatif : s, = N souvent exprimeée en pourcentage

de lamesure.

1.4 Evaluation de lI'incertitude :

On distingue 2 types de méthode :

Evaluation de type A: par andyse satistique de séries de mesures, a I'aide des
formules du paragraphe précédent

Evaluation de typeB: Par tout autre moyen: généralement, on évalue I'effet sur
I’incertitude final e des différentes sources d’incertitude, elles méme évaluées :

- Par une méthode de type A,
- Par des données constructeur, d’ étalonnage etc...

Remarque: L'incertitude donnée par le constructeur peut étre constante pour un
appareil donné. Mais on ne connait ni sa valeur, ni méme son signe, elle sera donc
considérée comme une erreur aléatoire.

On utilise dors les lois de propagation des écart-type (ou des incertitudes, au facteur
d éargissement pres) :

Si lamesurefinale, y, est fonction de variables x;, dont les s (x;) sont connus:

y=f(X;...Xy), dors|’écart type dey s écrit :

2
2 s Hf O vt & qf 9f
= T Xi +2 _— X
s () ?g_ﬂxias () ‘21,3111& x Cov (x.%;)

Les termes Cov(x;,X;) sont les covariances et sont donc nuls si les x; sont indépendants.



(rappe : Cov(X,Y) :ié_ (x,- XXv - ¥))

Exemples : (variables indépendantes, donc pas de terme de covariance)

1: Combinaison linéaire y = é ax ,aors s*(y) = é (as(x))?

Ceci permet de retrouver la formule pour la moyenne (2 mesures successives ont des

erreurs indépendantes car aléatoires) : X :lé x; doncs (X) :1 fé s?(x :ﬁ
n, n\ Jn

Ex: somme ou différence; y =a+b- ¢, alors s(y) = \/sz(a) +5°(b) + s*(c)

2 : Produits et puissances: y = ACN) X

Il est dans ce cas plus commode de considérer I’ écart type relatif )

v

.2 .2
Onaaors: Eﬂg =3 ga%i s_x,)g
Y o i X g
2 ,.2 .2 ,.2
Ex:y= K.a—b ou K=constante, alors s(y) :\/éﬁs(a)g +g§(b)9 +g§(c)9
c v ¢ ag ébg écog
Dab & am & @b 6
Ou encore: s(y) = K g—s(a)g +g—s(b)9 +g_2 s(c)x
e cC g eC ‘g g&c p

Exemple important: la droite de calibrage

Soit un capteur de température fournissant une tension V, ce capteur a été étaonné et
on connait des évauations des coefficients aet b tels que: T=aV (cf chapitre étalonnage).

Onaadors: s, =,/a’s; +V?s’ .
Onvoit dorsques V fable, s, =Cte=as,

Et pour V suffisamment élevé, s+ est proportionnel aV, sr=s..V
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Attention, ceslois ne seront qu'approximatives avec les estimations s des écart types.

Parmi les effet contribuant al’incertitude, ont doit souvent considérer |’ incertitude due a
ladiscrétisation :

1.5 Vlincertitude due ala discrétisation :

La discrétisation intervient lorsque les valeurs finales constituent un ensemble discret (et
généralement fini). On peut aors définir un pas de mesure (ou parfois digit, ou LSB, Least
Significant Byte) qui est le plus petit écart mesurable.

On parle auss de résolution du systéme d’ acquisition, a ne pas confondre avec |’ incertitude.

Ex: - multimétre digital affichant 000.00 V, ledigit ici est de 10 mV

- Convertisseur anaogique digital: composant électronique permettant de
convertir une tension en un entier. Exemple: convertisseur 0-5V, 12 hits:
résultat = entier de 12 bits, donc le LSB est 5/(2%) = 1.22 mV

- régle graduée: pas de mesure de 1 mm, on suppose que I'on n'essaie pas de
lire "entre les graduations’

X(X,s (X)) > > X(X,s (X))

Lorsqu'on lit une valeur X, aors cette valeur peut correspondre a une valeur réelle x
comprise entre X-d/2 et X+d/2 avec une distribution uniforme. On introduit donc une erreur
supplémentaire comprise entre -d/2 et +d/2

On peut montrer que I'écart type lié aladiscrétisation est :

L'écart type global seradonc: s (X) =4/s ?(X) +s ]

8
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Dithering:

Si I'on fait une moyenne X de n mesures x; ET si s(x) est suffisamment grand (au moins
du méme ordre de grandeur que Sg), aors s (X) ® % et la distribution de I'erreur tend a
n
devenir gaussienne (d'aprés le Théoreme central limite). Cette méthode (dite "dithering") est
utilisée afin daméiorer "artificiellement” le "pas de mesure" de certains systémes d'acquisition.
Mais cela sefait au détriment de la vitesse (n mesures nécessaires).

Paradoxe: I'ajout de bruit peut (dans ce castrés précis) améliorer la mesure!

Si s(x) << sg, alors X=constante et X = X , dithering impossible! Certains dispositifs
peuvent optionnellement gjouter a x un signal de bruit blanc pour augmenter s(x) (cartes
National Instrument).

LsBs L5Bs
6.0 6.0
4.0 40

w0 d | 5 Nl

S \

- -

-4.0 -40
6.0 6.0
o 100 200 300 400 S00 (4] 100 200 300 400 500
a. Dither disabled: no averaging b. Dither disabled; average of 50 acquisitions
L58s L5Bs
6.0 ; &0
40 - 40
/ Y

2.0 = 2.0
00 o0 / \

Wy

2.0 | -2.0 /
40 S 40 \—'

60 ] £
] 100 200 300 200 SO0 4] 106 200 300 400

501

c. Dither enabled; no averaging d. Dither enabled; average of 50 acquisitions

Dithering (ajout d'un bruit de 0.5 LSB RMS) sur un signal faible sinusoi dal (-6 a +6 LSB)
(National Instruments)

1.6 Lalimite de détection (lower detection limit LDL):

Exemple: analyseur chimique (mesure de concentration)

9
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Dans certains cas, il est important de pouvoir prendre une décision sur la présence ou
['absence d'un composé dans un échantillon : toxicité, qualité d'usage liées ace composé aune
concentration déterminée, il faudra aors une méthode de mesure adaptée acette concentration.

Il faudra donc pouvoir annoncer, avec un certain risque, la présence ou |'absence de ce
COMpPOSe.

déclarer que le composé est présent alors quiil n'y est pas, c'est le risque a de lére
espece

déclarer que le composé est absent alors qu'il est présent, c'est le risque b de 2éme
espece.

Si on considére que la distribution est normale avec un écart-type s, on peut utiliser les
tests d' hypothese, ces tests étant unilatéraux puisqu’il N’ existe pas de concentrations négatives.
La probabilité de 5% va étre « bloquée adroite », on montre que cette limite de 5% correspond
aune valeur de 1,64s (et non pas 1,96 s qui S applique aux tests bilatéraux).

On appelle cette valeur seuil (ou limite) de décision (on compare la mesure avec elle
pour décider si le composé est présent ou pas).

7| ===signal théorique
Lo —— signal réel
Limitede 6| — seuil
&t octi 5 = type 1 5 f
Blanc  EPON | T e ope2 VALY VLT
Limite de \ . — %V ,’,wu’yé!.!\vﬂv/\v/!.u“;
écigion/ _ L 7 .V V\V \J V
1 i A ¢
N e !
W S 4 | &/ ZMEWU";') H'Nrul’“ 8/ kw 109 121 133 145 157 169 181 193
Limitededétection=3,233 -2 U

Lorsqu’ on trouve une valeur expérimentale (ou une moyenne) égale au seuil de décision
(1.64s), et que le composé est absent, la probabilité d'erreur de premiére espece (a) sera de
5%. Par contre, Si le composé est présent avec une concentration égale au seuil de décision, la
probabilité d'erreur de seconde espéce (b) sera de 50%, en effet, dans 50% des cas, on
annoncera une concentration nulle aors qu’ elle ne I’ est pas!

On ne pourra égaler les 2 risques a et b, que s la mesure est égale a2 fois le seuil de
décision. Si c'est 5 % on doit donc se placer a2 x 1,64 s ( et non pas 1,96 s car risque
unilatéral !) donc 3,28 s, dans ces conditionsa =b =5 %.

(Le risque total sera toujours 5% et pas 10 % puisque on ne peut pas avoir les 2 types
d erreur en méme temps).

Le seuil (ou limite) de détection est donc défini comme étant la plus petite quantité
détectable en égalisant les probabilités des 2 types de risque a5%. Il est donc égal a2 foisle
seuil de décision et aenviron 3 fois (3.28) I'écart type de la mesure proche de O (car |'écart
type n'est pas forcément constant sur toute la gamme).

10
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De méme, pour une probabilité d'erreur de 1%, il sera éga a4.66s, et pour 0.1%, a6.2s.

Plus on exigera une détection fiable (probabilité d'erreur faible), plus le seuil de détection
devra étre élevé (pour un écart type de signal donné). On aura donc auss intérét adiminuer le
niveau de bruit de I'analyseur, notamment en effectuant un moyennage des mesures.

On peut aussi définir un seuil de détection de variation de la mesure: on est aors obligé

de soustraire 2 mesures ("faire un blanc"), or s (a- b) = /s ?(a) +s *(b)

s=.s2+s2 =5,42

Si on fait la détermination en soustrayant le blanc, il faut alors faire intervenir le facteur
VZ | et le seuil de détection est: S=3.28*/2*s(X), (s évalué au voisinage du point de
fonctionnement).

2 L'étalonnage

L'éalonnage (calibration in English) d'un instrument de mesure ou d'un capteur, consiste
amodéliser le signal de sortie du capteur (appelé Xvariable) en fonction de la variable mesurée
(appelée Yvariable). Pendant I'étalonnage, les Yvariables, considérées comme étalons, sont
évaluées, ains que les Xvariables associées.

Le modéle est alors une fonction F; Y = F(X)

L'utilisation normal du modele, ou prédiction, permet d'évaluer les Y al'aide des seuls X
et du modéle F.

Ex: capteur de pression: L'étalonnage nécessite de générer plusieurs valeurs de pressions
Y1..Yn représentatives de la gamme du capteur. Ces pressions sont connues soit a l'aide d'un
autre capteur, soit parce que I’ on utilise des grandeurs étalon. Pour chaque valeur de pression,
une mesure de tension en sortie du capteur X; est réalisée. On peut aors évaluer la fonction f
qui est généralement une droite de régression, on fait alors I'hypothése de linéarité.

En prédiction (utilisation normale du capteur), la droite de régression permet de calculer
lavaeur de lapression apartir de la seule valeur de tension du capteur.

2.1 Méthode générale

Laméthode générale consiste a

- Faire une hypothése sur le type de loi mathématique décrite par la fonction F (ex:
linéaire)

- Déerminer, par une méthode adéquate, les paramétres de la fonction rendant celle-ci
la "plus performante possible" en terme de modéisation: On cherche généralement a
minimiser lasomme S des carrés des erreurs de prédiction:

S=a ||Y - \?,” oll Y est lavaleur calculée par le modédle.

11



Incertitude & étalonnage - P Breuil, D. Di Benedetto 2000

2.2 performance de la prédiction

L'écart type estimé de I'erreur de prédiction comprend 2 composantes: s > =s 2 +s 2 qui
sont:

221 L'erreur de modélisation

Sm représente |'erreur de modélisation qui peut avoir 2 sources.

- Les données (X et Y) utilisées lors de I'étalonnage contiennent une composante
derreur aéatoire. Le modéle ne peut donc étre parfait s le nombre de "points'
d'éaonnage est fini (mais peut tendre al'ére si ce nombre est grand...)

- L'hypothése sur la forme de la fonction F peut (et méme est généralement) fausse: il
sagit donc ici d'erreur systématique qui est, comme cela a d§aété dit plus haut, soit
inconnue soit corrigée. On distingue 3 cas:

1. Lemodéle est trop simple: on parle de sous-modéisation, c'est par exemple
le choix d'une droite de régression alors qu'il existe une courbure.

2. Le modéle est trop complexe, on parle aors de sur-modélisation. Ex: choix
d'un polynéme de degré 5 dors qu'il y a peu de points expérimentaux (au
moins 5 quand-méme!). Le danger est ici de modéliser des particularités
des échantillons, dont leurs erreurs aéatoires, alors que le but est de
modéliser I'information commune. Ce danger tend aseffacer si le nombre
de points est suffisamment grand.

3. Hypothése fausse, sans commentaire. ..

222 L'erreur aléatoire"liéealamesure"

La mesure des Xvariables est entachée d'une erreur aléatoire caractérisée par I'écart
type estimé sx. L'erreur aléatoire s, de mesure est la composante due acette erreur, propagée
atraversle modéle selon leslois citées plus haut.

D'une facon générale, I'erreur relative s(v) sera d'autant plus amplifiée que le modéle

¥

sera complexe (ex: polynéme de degré élevé avec de forts coefficients en valeur absolue). (11
S agit plus exactement de I’ erreur relative ala variance des variables).

2.3 Larégression linéaire

Cest le cas le plus simple qui sera seul traité ici. 1l sagit de I'hypothese linéaire dans le
cas monovariable (Xvariable et Yvariable = scalaire).

Il'y aenfait 2 cas:

12
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Y y) - Regression de y/x: On
cherche les coefficients a et
b tels que y=ax+b+eg,
1 ° ou g, constitue I'erreur sur
les yvarigbles qui sera
minimisée. On  suppose
° X donc ici que l'ereur est
° apportée par les
Yvariables.
Minimisations des erreurs sur Y
% - Regresson de x/y: On

cherche les coefficients & et

b' tels que Xx=a'y+b'+e,

ou e constitue I'erreur sur

° les xvariables qui sera
minimisée. On  suppose
donc ici que l'erreur est
apportée par les Xvariables.
o Pour la prédiction, on
° utilise: 9:1|x- B
a a

Minimisation des erreurs sur X Cette méhode est plus
appropriee  lorsque les

Y variables sont des étalons de qualité.

Les résultats sont différents (a't — et b't —b) mais généralement proches. Toutefois,
a a

une erreur aléatoire sur les Xvariables dans le premier cas ou sur les Y variables dans le second
cas entraine une erreur systématique, ou biais, sur a et b (par rapport a leurs vaeurs
REELLES). Mais.

1. Cette erreur est souvent négligeable.

2: Elle n'est dommageable que s I'on cherche a déterminer la valeur réelle de a et b
(mesure d'une grandeur physique). Dans le cas de I'&alonnage, ou I'on veut déterminer des
grandeurs inconnues apartir d'une droite, on montre que la méthode reste valable.

En fait, dans la plupart des cas, on a une erreur aéatoire sur les Xvariables ET sur les
Yvariables...

231 Caractéristiqguesdelarégression y/x:

On suppose donc que s,=0 et auss que s, ne dépend pas de x.

On peut montrer que les valeurs "optimales” de a et b sont:

13
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a ;- Xy, - y)

q= i _ Cov(x,y)

a - %)’ Var (x)

b=y- ax (ladroitede régression passe par X,Y).

é. (yi - 9i)2
Estimation de "I'écart type desrésidus”: s, = In—2 ou y, =ax +b

(y, - ¥, est appelérésidu delai®™ mesure = composante non modélisée)

Sy/x

/é} (x; - X)?

Ecart type estimé de I'ordonnée al'origine: s, =s,;,

Ecart type estimé de la pente: s, =

232 Estimation del'écart typedel’erreur de prédiction:

Soit X la mesure obtenue & partir de la moyenne de n mesures individuelles. Par
hypothese (régression de y sur x), seule la mesure de y (donc pendant |'étalonnage) comporte
une erreur caractérisee par Syx.

Soient a et b la pente et ordonnée al'origine estimés lors d'une regression linéaire de'y sur
X portant sur m points x;, 1£ i £ m, mesurés dans les mémes conditions.

Une estimationde Y sera: Y =aX +b

Alors I'estimation de I'écart type de prédiction sécrit: s(Y) = Sy/x Jl +—+

(ou x; et X sont respectivement la i®™ mesure d'étalonnage et la moyenne des mesures
d'étalonnage)

Et lamesure sécrit: Y =aX +b+ts(Y) (k=...)

Ou t est le coefficient de Student correspondant aun nombre de degrés de liberté égal a
m-2.

Dans cette expression, le terme % représente |'erreur liée ala mesure de Y (ecart type
estimé: 1% )

Jn
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Le terme restant correspond a l'ereur de modélisation, d'écart type estimé
o s
s S (X- X) 2 <

d'éaonnage. Le résultat seradonc "meilleur" en milieu de gamme qu'aux extrémités.

. Ce terme passe par un minimum pour X =X, moyenne des Xx;

Bien que cela ne soit pas forcément rigoureux, on peut extrapoler au cas ou |'erreur vient
dela Xvariable (écart type estimeé s,):

( - X)ZSy/x »Sy/ \/1+_+ ()? )

200 xS 0 m R (x - %

X|

s(Y) =\/(%+%)a2s2 +

233 Mesuredelaqualitéd'ajustement d'unerégression linéaire:

On peut considérer que la quantité d'i nformati on totale contenue dans une variable Y est

14
proportionnelle asa variance Var (Y) == (Y Y)
n

Remarque 2 (rappel): Il sagit ici de I'estimation de la variation de différentes valeurs
d'une variable, ane pas confondre avec s(Y), estimation de |'écart de différentes mesures par
rapport aune méme valeur apriori inconnue de la variable, et donc de I'erreur; d'ou le terme
en 1/n au lieu de 1/(n-1) (cf remarque 1).

On peut ensuite décomposer cette quantité d'information totale (variance de Y) en deux
guantités complémentaires : celle qui peut étre reconstituée a partir de la connaissance de la

variable X (variance des vaeurs estimées de Y, notées\?) et celle qui ne peut pas étre

reconstituée a partir de la connaissance de X (variance des résidus de la régression e=Y-Y).
Au total, on peut définir larelation suivante :

Var (Y =aX+h) +  Var(e)
information modélisée + information résiduelle

Var(Y)
information totale

La qualité de I'gyustement correspond donc au rapport entre I'information totale sur Y et
I'information effectivement reconstituée a partir de la connaissance procurée par la variable X.
Cette qualité d'gustement varie entre 0% (X n'apporte aucun élément de prévision sur Y) et
100% (la connaissance des vaeurs de X permet de prévoir intégraement les valeurs de Y) et
dépend de I'intensité de la corréation entre X et Y.

Cerapport est le coefficient de détermination:

Y - Y)2
Var(Y) ( aZVar(X) = coeff. de déter mination Ry

Qualitéd'ajustement =
Var(Y) a (Y-Y)? Var (Y)

Cov(X,Y)

On rencontre aussi souvent le coefficient de corrélation: R, =
s (X)s (Y)

On montre que Ri=R.

15
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2.4 Autres méthodes de modélisation: (voir biblio)

La modélisation Multivariable (ou analyse Multivariable): Les variables X et Y ne sont
plus des scalaires mais des vecteurs, le but est alors de trouver une fonction vectorielle F telle
que Y =F(X).

Si cette fonction est linéaire, elle est dors une matrice. De nombreuses méthodes
linéaires existent: Classic Least Squares, Partial Components Regression, Partial Least Square.
Ces 2 dernieres sont basées sur la décomposition en composantes principales.

Dans le cas non linéaire, les réseaux de neurones (Neural Network) sont de plus en plus
utilisés.

Voir document "Anayse Multivariables’ de P. Breuil Ecole des Mines St Etienne:
http://www.emse.fr/ECOL E/FRENCH/SPIN/instrum/pb/anamu/index.html

3 Bibliographie:

"Statistics for anaytical Chemistry” 3 rd ed. J.C. Miller and J.N. Miller John Wiley &
Sons, 1998

"Multivariate Statistical Methods, A Primer” B.F.J. Monley, Chapman & Hall 1986

"Multivariate Calibration” Harald Martens, Tormod Naes ed: John Wiley & sons
Chichester

"Practical Guide to Chemometrics' Stephen John Haswell ed: Marcel Dekker, Inc
New Y ork

CETAMA "Statistique appliquée al'exploitation des mesures' 2e éd. Masson 1986
Sites WWW.

http://www.emse.fr/fr/transfert/spin/formati on/axes/inst/capmes/ : Ce document +
exercices sous Excel

http://www.gal actic.com/Algorithms/ : algorithmes de calibrage, plutét multivariable.

http://physics.nist.gov/cuu/Uncertainty/index.html: excellent site smple et succinct, ce
document Sen est beaucoup inspiré.

http://rfv.insa-lyon.fr/~jolion/STAT/poly.html : cours complet et touffu de probas & stats.

http://www-sv.cict.fr/lsp/Besse/Hyper/modlinhtml/modlinhtml.html : idem pour la modélisation
statistique (larégression linéaire dans tous ses états).

http://math.uc.edu/~brycw/classes/147/blue/tools.htm : collection de liens, books online et
applets.
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