PCSI - Premier TD de Mécanique
Systémes de coordonnées, Cinématique

Exercice 1: Courbes et surfaces

Nous allons nous intéresser aux courbes et surfaces qui apparaissent naturellement dans
chaque systéme de coordonnées spatiales.

Les trois coordonnées fixées définissent un point.
Si nous fixons seulement deux des trois coordonnées, et que ’on fait varier la
troisiéme sur son ensemble de définition, nous obtenons une courbe (ligne coordonnée).
Si nous ne fixens qu’une des trois coordonnées, les deux autres variant forment une
surface.

Déterminez les courbes et surfaces que I'on obtient ainsi pour chacun des trois systémes de
coordonnées. :

Exercice 2: intégrales
§1 En utilisant les coordonnées polaires, calculer, par intégration, le périmétre d’un cercle et la surface d’ur disque.

§2 En utilisant les coordonnées cylindriques, retrouver la surface et le volume associés 3 un cylindre. Méme chose
pour un céne de révolution.

§3 En utilisant les coordonnées sphériques, calculer la surface et le volume associés 4 une sphére.

Exercice3 : Bateau a la dérive

Un bateau & moteur se meut sur un lac dépourvu de courants. A I’instant t=0, on arréte le moteur. On constate

que le bateau suit alors une trajectoire rectiligne et prend une accélération opposée 3 sa vitesse et proportionnelle au
carré de celle-ci:
dv

dt
§1 Comment peut-on interpréter I’accélération négative constatée?

§2 Q_uelle est la dimension de k?

= —kv?

§3 A D'instant ¢ =0, le bateau est en z = 0 et sa vitesse est vp.

(a) Quelle est Pexpression de v en fonction de k et du temps £ pour ¢ > 07 »
(b) Montrer que la distance z parcourue par le bateau pendant le temps ¢ est telle que z = % In(vokt +1).

(c) Montrer que la vitesse v varie en fonction de x selon ’équation v = vg exp(—kz) et donner I'allure de la
courbe v(x). ‘

- Exercice4: spirale logarithmique

Un point M décrit la spirale logarithmique p= poea avec une vitesse angulaire w = § constante. On prend 8 = 0
a linstant ¢ = 0. ' ‘

§1 Calculer la vitesse ¥ a5 et 1’accélération @ MR

§2 Un point M décrit la méme spirale avec un mouvement uniforme. Donner I’expression de 8(t).
P P



Exercice 5: cycloide

N

o :

Dans le plan (£0y), un cercle, de centre C et de rayon R, roule sans glisser sur ’axe (Oz) avec une vitesse angulaire
constante w. On désigne par I le point de contact du cercle avec (Oz) et par K le point diamétralement opposé.
A Vinstant initial, un point M du cercle coincide avec le point O.

§1 Quelles sont les coordonnées de M a I’instant ¢ et la nature de la trajectoire?

§2 Calculer les composantes et le module de la vitesse de M. Montrer qu’elle est dirigée suivant M R, Que devient
cette vitesse lorsque M passe en 17

§3 Calculer l¢ modules et lq. directions de Paccélération totale E’M,-R

Exercice 6: Mouvement hélicoidal
Une particule M décrit une hélice circulaire définie par les coordonnées cartésiennes:
x =R cosb ; y=RsinB ; z=h8 ,
ou R et h (pas de I'hélice) sont des constantes. On pose w=do/dt.
§ Déterminez les composantes des vecteurs vitesse et accélération et leurs normes.

§ Si le mouvement hélicoidal est uniforme, que peut-on dire de I'accélération ?



